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__TEMA! _ NOTIUNILE PRIMARE ALE
GEOMETRIE!I TN SPATIU Sl
RELATII TNTRE ELE

A. Notiuni teoretice

1. Elementele fundamentale ale geometriei in spatiu

Ca si geometria pland, geometria in spatiu opereazi cu notiuni primare.
Acestea sunt: puncte, drepte, plane si, evident, spatiul.

Spre deosebire de geometria pland in care yactiunea“ se petrece in plan —
intelegind prin acesta planul foii de hartie pe care lucrim sau planul tablei sau
desktopul laptopului, in geometria in spatiu ,actiunea“ se desfisoari in spatiu,
intelegand prin acesta multimea tuturor punctelor care ne inconjoard (mai bine
zis existente, evident si punctele ocupate de corpul nostru).

Vom nota spatiul cu S, intelegind prin spatiu multimea tuturor punctelor.
Planele vor fi notate cu litere mici grecesti O, B, Y, 9, ... si vor fi reprezentate ca in
figura 1.

Figura 1

Dreptele se noteaza cu litere mici ale alfabetului a, b, ¢, ... . Punctele se
noteazi cu litere mari ale alfabetului A, B, C, ...



2. Cateva dintre axiomele geometriei in spatiu

Axiomele sunt propozitii adevirate care nu se demonstreazi, adevirul lor
fiind acceptat pe baza intuitiei, evidentei si a modelelor din practici. Axiomele
geometriei plane sunt evident adevirate si in spatiu. Amintim citeva dintre
acestea.

Ai. Doui puncte distincte determini o dreapti si numai una.

A;. Daci o dreaptd are doud puncte continute intr-un plan, atunci toate
punctele dreptei sunt in acel plan.

As. (Axioma lui Euclid). Intr-un plan, printr-un punct exterior unei
drepte, se poate construi o singuri paraleli la acea dreapti.

As. Trei puncte necoliniare determini un plan si numai unul.

As. Existd patru puncte necoplanare (nesituate in acelasi plan).

In figura 2 sunt reprezentate 4 puncte necoplanare.
Punctele B, C, D determini un plan, il
notim (BCD), iar punctul A nu apartine pla-
nului (BCD), deci este exterior planului.
Asa cum un punct ce apartine unei D
drepte determini pe dreapti doui semidrepte
si aga cum o dreapti aflatd intr-un plan deter- B
mind in acesta doud semiplane opuse, si un C
plan determind in spatiu doui semispatii. Figura 2
Planul este in acest caz frontiera semispatiilor.
As. Orice punct din spagiu care nu apartine planului o apartine unuia
dintre semispatiile de frontiers o.

Daci o este un plan si A este un
x A punct, A€ 0, notim semispatiul de fron-

tierd O care contine punctul A astfel [alA
(vezi fig. 3).
Celilalt semispatiu de frontierd a

Figura 3
se numeste semispatiul opus lui [0lA.



3. Relatii Tntre nofiunile primare ale geometriei in spatiu

Relatiile intre puncte, drepte, plane si spatiu sunt in general relatii de apar-
tenentd, non-apartenentd, incluziune, non-incluziune, incidentd, identitate, para-
lelism.

Tn strinsi legiturd cu relatiile dintre doud notiuni fundamentale este si
pozitia pe care o ocupi unul (una) fati de altul (alta).

Astfel avemn:

e Relatii intre doui puncte
Doui puncte pot fi distincte (diferite) si notim A #B sau confundate
(identice) si notim A =B.

e Relatii intre punct §i dreaptd *B
Un punct poate si apartind dreptei si notam !
. ) . s A a
A€ a (vezi fig. 4) sau si nu apartind dreptei (sa fie -
exterior dreptei) si notim B¢ a. Figura 4

Evidentiem ci un punct exterior unei drepte §i dreapta respectiva deter-
mini un plan unic. Notim O/= (a, A) planul determinat de dreapta a si punctul

A, exterior ei.

e Relatii intre doui drepte

Ca si in plan, in spatiu doud drepte care au in comun doud puncte
distincte coincid. (Aceasta este o consecinti a axiomei Ai.)

in figura 5, dreapta a si dreapta AB coincid pentru ci A€a, Bea si

A #B.

a
A B e
Figura 5 Figura 6

De asemenea, doud drepte care au un singur punct comun se numesc
concurente.
In figura 6 dreptele a §i b au punctul A comun. Subliniem ci doua drepte

concurente determind un plan. Notim o= (a, b) planul determinat de dreptele

concurente a si b.



In privinta a doud drepte ‘inspatiu care nu au niciun punct comun, avem
doui situatii:

* Doui drepte care nu au niciun punct comun si sunt paralele se numesc
drepte coplanare.

* Doud drepte care nu au niciun punct comun dar nu sunt paralele se
numesc drepte necoplanare.

In figura 7 dreptele a si b sunt paralele si notim a|[b. Daci a si b sunt

drepte paralele, atunci ele determini un plan. Notim cu o=(a, b) planul

determinat de dreptele a si b. Tot in figura 7 dreptele ¢ si d sunt necoplanare
cNd =0 sinu existi un plan o astfel incit a C o si bca.

(=)

Figura 7

® Relatii intre o dreapti si un plan
Axioma A; evidentiazi faptul ci daci dreapta a si planul o au in comun
doui puncte distincte, atunci dreapta este inclusi in plan.

In figura 8 dreapta a are in
comun cu planul o punectele dis- A B a
tincte A si B. Atunci ac o, deci » .
VPea=Pea. i

Figura 8

* O dreapta poate si aibi cu

/B
un plan un singur punct comun.
Ig/ De exemplu: Dacid punctul
;" B este in semispatiul [aB si
/
o /7

punctul C este in semispatiul opus,

atunci dreapta BC va intersecta
G Figura 9 planul @ intr-un singur punct A.

Spunem ci dreapta BC inteapi
planul o (vezi figura 9). Avem BCra ={A}.




'O dréapti a poate si nu aibd cu a

planul o niciun punct comun. In acest
caz spunem ci dreapta a este paraleld cu
planul o. Notim all 0, avem ana=<J
(vezi figura 10).

o

Figura 10

e Relatii intre plane

e O consecinti a axiomei A4 aratd cd

xA daci doui plane au in comun trei puncte
xB o necoliniare, atunci ele coincid.
a=p Deci, daci A, B, C sunt puncte

Figura 11 necoliniare, A, B, Cea si A, B, Cep,

atunci O0=P (vezi figura 11).

e Doui plane care nu au niciun punct co-
mun se numesc plane paralele. / /

In figura 12 planele o si B sunt paralele si

notim O |p cu aNP=92. / /
p

© Teorema 1. Daci douid plane distincte au

A . o Figura 12
in comun un punct, atunci ele au o dreaptd
comuna.
a, B, a#p R _
Ipoteza: Concluzie: Existi Be o si Be P.
Aca, AeB

Demonstratie: Fie A punctul co-
mun celor doud plane, Aeoanp.

Considerim in planul f semidreptele m

si n de origine A situate in semispatiile
opuse de frontierd o (vezi figura 13). Pe

G semidreapta m considerim punctul M,

jar pe semidreapta n considerim punc-
tul N. Conform axiomei A, rezultd ci
MN cB. Pe de alti parte, punctele M
si N fiind in semispatii opuse, dreapta
MN ,inteapa” planul o intr-un punct B. Cum Be MN c B, rezulta ci Be B,

Figura 13

prin urmare B€ oNP. Dreapta AB se numeste intersectia planelor o si B.

Despre planele ot si B se spune cd sunt secante.



B. Probleme rezolvate

1. Fie ABCD un patrulater convex in care laturile opuse BC si AD nu sunt
paralele, iar M un punct variabil nesituat in planul patrulaterului. Aritati ci
planele (MAD) si (MBC) trec printr-un punct fix.

Rezolvare

Planele (MAD)si (MBC), avand un punct
comun, M, au o dreapté comund. Deoarece

ADNBC={0} (vezi figura), Oe (MAD)
N(MBC) si cum O este un punct fix in planul

M

O

( ABC), acesta este punctul ciutat.

D

2. Fie ABC un triunghi, M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv AB

$i O un punct arbitrar in exteriorul planului (ABC). Aritati ci planele (OAM),

(OBN) si (OCP) auo dreapti comuni.

Rezolvare

Dreptele AM, BN, CP sunt medianele tri-

unghiului ABC. Aceste drepte sunt concurente in

G, centrul de greutate al triunghiului ABC. Avind

Ge AM i AMC(OAM), rezulti Ge (OAM)

In mod analog se demonstreazi ci Ge (OBN) si

C 0Oe(0cp). Dreapta comuni planelor (OAM),

(OBN), (OCP) (intersectia lor) este dreapta OG.

3. Se dau n puncte in spatiu Ay, A, ..., A,, oricare trei necoliniare. Aflati

ne N, stiind ci numirul de drepte determinate de cele n puncte este egal cu
numirul de plane determinate de cele n puncte. lon Pitrascu
Rezolvare
Daci considerim fixat punctul A;, el formeazi cu celelalte n—1 puncte,

n—1 drepte (AA,, AA,, ..., AA, s AjA,). Repetind rationamentul pentru

Ay Ay, A,, vom obtine de asemenea cAte n—1 drepte. Deoarece in acest

proces de numirare a dreptelor, fiecare dreapti a fost numirati de doui ori,
n(n-—1

numdrul total de drepte n, = ( 2 )

Sa considerim acum o dreapti fixati, de exemplu AIAJ., i#j ije L, n si
punctul A, i# j# k. Odati fixati dreapta, punctul A, poate fialesin n—2

10



moduri. Punctele A;, A;;’A, formeazi un plan (AiAJAk). Deoarece am stabilit

n(n—1) n(n-1)

cd sunt drepte, dreapta A,A; poate fi aleasd in — moduri.
-1)(n—2
Numirul de plane determinate va fi n ___irl_é(_n__) (numarul 6 de la

. S o (0=1)(n=2)
numitor a fost obtinut prin impirgirea cu 3 a numarului — plane de

tipul (AiA}Ak) pentru ca acestea din urma au fost numirate de 3 ori).

.. . n(n—l)
Problema cere si giasim n€ N, n=3 pentru care n, =n, <:>——2— =
-1)}(n-2 -1)(n— —1)(n—
=) 232 g 2o
6 ’ 3 6
< n=5.

4. Aritati ci daci di §i da sunt doud drepte necoplanare si A este un punct
in spatiu care nu apartine dreptelor, atunci existi o dreaptd d care contine

punctul A si intersecteazd dreptele d: si do.

Rezolvare

Punctul A si dreapta d; determind un plan
o In acest plan sunt continute toate dreptele care
trec prin A si intilnesc dreapta di, precum si
dreapta care trece prin A si este paraleld cu d;. Fie
B=(A, d,). Plancle o si B avand A un punct

comun, au o dreapti d comuni. Aceastd dreaptd d

trece prin A si intalneste d; si da.

5. Fie A si B doud puncte situate in

acelagi semispatiu ce are frontiera planul o,

A
B
dreapta AB nu este paraleld cu o. Aflati un M
punct M in planul o astfel incat |MA—MB|
si fie maxima. P

o

Rezolvare
Fie Pe . In triunghiul PAB, lPA —PB| < AB. Daci ABNna = {M}, avem

IMA - MB| = AB, in consecinta punctul M este intersectia dreptei AB cu planul ..

11



6. Fie A,'B, C, D puncte distincte in spatiu, astfel incat AB= AC=AD =
=BC=CD=BD. Demonstrati ci punctele A, B, C, D nu pot fi toate in acelasi
plan.

Rezolvare

Presupunem prin absurd ci A, B, C, D sunt puncte situate in acelasi plan.
Atunci triunghiul ABC este echilateral (AB=BC = AC) si, avand AD=DB=
=DC, punctul D este centrul cercului circumscris acestui triunghi. Deoarece
AABC este ascutitunghic, inseamni ci D este in interiorul liii. Din DA = DB =
=AB avem ci ADAB este echilateral, deci m(ﬁ) =60°. DinDB=DC=BC
rezultd c3 ADBC este echilateral, deci m(ﬁ:) =60°. Din DA=DC=AC re-
zultd cd ADAC este echilateral, deci m(éﬁA) =60°. Am obtinut ci suma misu-
rilor unghiurilor ADB, BDC, CDA (unghiuri in jurul unui punct) este de
180° contradictie! Presupunerea ficuti este falsi, deci A, B, C, D sunt
necoplanare.

7. Fie & un plan dat, a o dreapti paraleli cu o si b o dreapti astfel incit
broa={A}. Construiti prin a si prin b cite un plan astfel incit dreapta lor de

intersecgie sa fie continuta in Q. a b

Rezolvare

Prin punctul A se construieste para- A
lela ¢ la dreapta a, cco. Notim R g
B=(a,c) si y=(b, c). Dreapta ceruti ‘

(1. .
este chiar c. /

8. Cercul €(O) este situat in planul o, iar dreapta a inteapd planul o
intr-un punct A nesituat in interiorul cercului €(O). Construiti prin dreapta a
un plan care intersecteazi cercul €(O) intr-un singur punct. lon Pitrascu

Rezolvare

Sunt de analizat doui cazuri:
1. Punctul Ae %#(0). In acest caz

construim tangenta t in A la cerc. Aceasti

\ dreapti t si dreapta a determin planul ciutat.
2. Punctul A este in exteriorul cercului.

Construim tangentele AT, si AT, la cercul

@(O).Planele B=(T,, a)si y= (T,, a) sunt

solutii ale problemei.
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9. Fie ov'si B doud plan¢ secante a cdror intersectie este dreapta d. O
dreapti a intersecteazi planul 0 in punctul A si planul B in punctul B. In planul
o se consideri punctul C astfel incar dreptele AC si d nu sunt paralele. Daca M
este un punct mobil pe (AB) si CMNp= {N}, aritati ci dreptele AC si BN se

intersecteazi pe dreapta d.

E i Rezolvare
1 B> Notim {I}=ACNd si notdm y=

CZB‘\ =(AIB). Avem Ce AlCy, deci Cey (1).
M N| Me(AB)c Y, deci Mey (2). Din (1) i
A (2) rezulti CM c v. Deoarece Ne CM
/' rezultd Ne v. Dar Ne B, 1€ B. Rezultd cd
Bl  ynPB=IN. Cum Bep si Bey, rezultd ci
Be IN, prin urmare ACNBN ={I}e d.

a

10. Doui triunghiuri ABC si
A'B'C' sunt astfel situate inct drep-
tele AA', BB', CC' sunt concurente
intr-un punct O si BCNB'C’ ={M},
CANC'A'={N}, ABNnA'B'={P}.
Demonstrati ci punctele M, N, P sunt
coliniare. (Teorema lui G. Desargues

- 1636)

Rezolvare

Planele (ABC)si (A'B'C')
avind punctul M comun (Me BC  (ABC), MeB'C'c (A'B'C")) auo
dreapti comuni — dreapta lor de intersectie. Notam d=(ABC)n(A'B'C).
Cum Ne (ABC)N(A'B'C') si Pe (ABC) N(A'B'C’") (acelasi ragionament

ca in cazul lui M) avem ci M, N, P apartin dreptei d, deci sunt coliniare.

11. Si se afle numirul maxim de regiuni in care se poate imparti planul in
care sunt considerate n drepte, n€ N

Rezolvare

Vom nota cu r, numirul maxim de regiuni in care impart planul n drepte

continute in plan. Observim ci daci n=1, r, =2. Daci n= 2, r,=4 etc.

13



De asemenea, observim ci:

L. In configuratia ciutati nu putem avea drepte paralele deoarece acestea
reduc numirul de regiuni. Intr-adevir, dous drepte paralele formeazi in plan trei
regiuni, pe cind doud drepte concurente formeazi in plan patru regiuni.

2. In configuratia cu numir maxim de regiuni nu vor exista trei drepte care
trec prin acelasi punct, deoarece astfel am ,pierde” o regiune in forms de triunghi
format din punctele de intersectie a dreptelor.

Asa cum am afirmat, fie r, numirul maxim de regiuni formate in plan de
n drepte. Presupundnd acest numir cunoscut, si observim cum obtinem r_,
daci mai adiugim la configuratia cu n drepte o alti dreapti. Aceasti noui
dreaptd va fi intersectati de celelalte n in n puncte distincte. Fiecare segment de
dreapti §i semidreapti in care este impartiti noua dreapti (a, (n+1)—a dreapti)
determina intr-o regiune veche doui regiuni noi, prin urmare r,=r +n+l.

Asadar, vom avea: 1, =n+(n-1)+(n-2)+..+3+2+r. Dar =2 si

(n+1 +1
folosind formula 1+2+3+...+n=m’ gisim r = n(n2 )+1_

C. Probleme propuse (1)

1. Cate plane se pot construi:

a) printr-un punct; d) prin trei puncte necoliniare;
b) prin doui puncte; e) prin patru puncte dintre care trei
c) prin trei puncte coliniare; sunt coliniare?

2. Dreapta d ,ingeap® planul o in punctul A. Construiti in planul o
punctele B si C care determini cu d un plan B. Ce puteti afirma despre

intersectia planelor ot si B?

3. Un cerc si un plan au in comun doui puncte. Putem afirma ci cercul
este inclus in plan? Dar daci cercul si planul au in comun trei puncte?
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